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При моделировании процесса массопереноса взаимодействующими 

течениями поверхностных и грунтовых вод с учетом миграции влаги в зоне 

увлажнения используется метод анализа размерностей. 

Для осуществления основного анализа размерностей служат 

уравнения, выражающие связь между параметрами и переменными 

процесса и, входящие в них величины должны быть адекватными и 

соизмеримыми. Также, все слагаемые уравнений должны иметь одинаковые 

размерности. При решении задач массопереноса взаимодействующими 

течениями поверхностных вод динамики влаги в зоне увлажнения, особое 

значение приобретает метод анализа размерностей []. 

Главным содержанием теории размерности является π-теорема [], когда 

имеется некоторая функциональная зависимость между различными 

величинами f(X
1 

,X
2
,...X

n
)=0, и предположено, что m будет равняться 

максимальному числу этих размерных величин с независимыми 

размерностями. В таком случае, связь между размерными величинами 

может быть представлена как (n–m) и, каждый из них будет иметь вид 

степенного одночлена. Затем, числа основных единиц измерений, 

которыми измеряются все переменные величины, будут выглядеть 

следующим образом: мскгмHTMLP 2221 //  
, cмLTV /21  

, 

  33 / мHML , cмTLv /212  
. 

Допустим, что некоторые параметры процесса массопереноса   

связаны с другими параметрами процесса A, B, C, D следующей 

зависимостью: 
dcba DCBkADCBAf  ),,,(  (1) 

Здесь k, f, c, d- неизвестные коэффициенты, которые мы можем 

определить на основе экспериментальных исследований. Предположено, 

что параметры процесса A, B, C, D зависят от гидравлических параметров 
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потока воды по ирригационному каналу, вязкости, плотности скорости, 

температуры, что в обозначениях размерностей выражаются в виде: 

0000 nkma
MTL   

1111 nkma
MTLA   

2222 nkma
MTLB   

3333 nkma
MTLC   

4444 nkma
MTLD   

Тогда уравнение (1) принимает следующий вид: 
dnkmankmankmankmankma

MTLMTLMTLMTLkMTL ))()()(( 44443333222211110000     (2) 

Сравнивая степени при одинаковых размерностях, получим: 

43210  dcbaa   

43210 dmcmbmamm   

43210 dkckbkakk   

43210 dncnbnann   

При численной реализации систему уравнения относительно a, b, c, d и 

k, принимается коэффициенты n-m (n- число неизвестных коэффициентов,                    

m-число уравнений). Для решения уравнения (2) необходимо определить 

коэффициент массообмена. Используя метод размерностей, определяем 

эмпирическое выражение для коэффициента массообмена β [LT
-1

], для 

функции характерного размера тела r[L], скорости потока V[LT-1], вязкости 

η[MT
-1

L
-1

], плотность потока ρ[ML
-3

] и коэффициента диффузии D[L
2
T

–1
]. 

Коэффициент массопереноса принимает следующий вид: 
cdcba

L DVkr    

Подставив значения размерности, получим: 
гdcba TLLMTMLLTkLLT )()()()( 1211311    

Сравнив степени для соответствующих размерностей, получим: 

edcbаL 231:   

edbT 1:  (3) 

dcM 0:  

Здесь число уравнений равно m=3, а число неизвестных коэффициентов 

равно n=5. Число ключевых параметров равно n-m=2. В качестве ключевых 

параметров применяется b, d, а остальные коэффициенты выражаются 

через эти коэффициенты. Из последнего уравнения (3) имеется c=-d, из 

второго уравнения -e=1-b-d. Тогда, из первого уравнения примет вид a=b-1. 

Принимая во внимание эти значения, можно записать: 
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dbddbb

L DVkr  11   

После чего это уравнение преобразуется в виде: 

   

 
  

      

      
 

   
   

 
    

  

 
    

 

  
 

Введя критерии в уравнение для расчета коэффициента массообмена, 

получим следующее: 
dbSekPeSh   

Если Pe=ReSc, то можно записать: 
dbbSckPeSh   

Коэффициенты (k, b, d) для любого процесса массообмена можем 

определить, используя экспериментальные данные. 

В дальнейшем, для расчета коэффициента теплоотдачи используется 

метод размерностей   
  

   
 

  

     
 [       ], зависящий от скорости 

потока V[LT
–1

], размера тела r[L], вязкости среды η[MT
–1

L
–1

], плотности 

среды ρ[ML
–3

], теплопроводности среды и теплоемкости потока λ[LMT 
–3

θ
–1

], 

т.е. 
f

p

edcba CVkra   (4) 

Учитывая размерности соответствующих величин при сравнении степени 

одинаковых размеров, получим: 
fгdcba TLMLTLMTMLLTkLMT )()()()()( 12213113113     

fedcbаL 230:   

fedbT 233:   

edcM 1:  

fe 1:  

В этой системе m=4 уравнений и n-6 неизвестных коэффициентов. 

Принимая за ключевые коэффициенты c и f, выразим остальные 

коэффициенты через них. Из последнего уравнения имеем e=1-f, из второго 

уравнения  -b=c, из третьего уравнения d=f-c, то из первого уравнения имеем 

a=c-1. Подставляя эти значения коэффициентов в вышеуказанное уравнение 

и, группируя соответствующие переменные, получим: 

  

 
  (

   

 
)
 

(
   

 
)
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В этом выражении коэффициенты c, k и f определяются, исходя из 

экспериментальных значений измеряемых величин. Из условий 

моделирования возникает необходимость определения коэффициента 

сопротивления твердых частиц. При этом сила сопротивления твердых 

частиц F [MLT
–2

] зависит от: диаметра частиц a[L], скорости потока V [LT –

1
], плотности ρ[ML

–3
] и динамической вязкости η[ML

–1
T

–1
]. Общее выражение 

для силы сопротивления можем записать как: 
dcba

pD VkdF   

Переходя к размерным значениям и сравнивая одинаковые степени, 

имеем: 

)()()( 11312   TMLMLLTkLMLT cba
 

dcbаL  31:  

dbT 2:  

dcM 1:  

Приняв коэффициент d ключевым, запишем остальные коэффициенты 

как      ,     ,      . 

Тогда можно записать: 

2

2

22

122

V
SCF

RеVkdF

Va
Rе

VkdF

dD

d

dpD

d

dddd

pD





















 

Введя безразмерное число, получим:   
   

 

 
 

Выразив силу сопротивления как    
  

   
, окончательно получим: 

)(ReRe
Re

88
22 d

d

dd

dp

D
D fA

K

Vd

F
C 














 


 

где A-некоторый экспериментально определяемый коэффициент. Как 

было отмечено выше, при малых значений Re<<1, значение d=1 и A=24. 

Подобным образом определяется сила сопротивления для частицы в 

неньютоновской жидкости, предположив F =f(ρ, k, d, V), n-показатель степени 

и k- коэффициент  консистенции, а также введется следующие размерности: 

k=[ML
–1

T
n–2

], n=[M
0
L

0
T

0
]. Далее, подобными вышеприведенным 

вычислением для коэффициента или силы сопротивления получим: 

),(Re,

2

22
nfn

k

dV
f

dV

F
C d

n

p

n

p

d
D 



















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Вывод уравнения (1) предполагает, что рассматриваемый 

вероятностный процесс подчиняется нелинейному закону: 

)()),((
)(

tGttaf
dt

tda
  (5) 

Отсюда видно, что функция описывает динамику размеров частиц в 

зависимости от конвективного масса переноса: 

 [    ]    

        [        ]                

          

(6) 

Здесь          , описывает рост размеров частиц в процессах 

влагопереноса. При            ,            , она описывает динамику 

размеров частиц в процессах массаперноса. 

Если линеаризовать функцию в окрестности некоторого среднего: 

))()((
)(

)),((
)),(()),(( tta

t

ttf
ttfttaf a

a

a
a 




 




   

то система дифференциальных уравнений для нормального 

распределения, представлятся в виде: 

      
      

  
            

   
 

  
 

           

   
  

    
             

   
                              (7) 

Решение (7) реализуется с помощью начальных условий в виде: 

             
        

 . 

При этом предполагается, что функция распределения подчиняется 

нормальному закону: 








 


2

2

2

)(
exp

2

1
),(

n

a

n

a
taP






 (8) 

и изменение координат описывается линейным уравнением: 

)()( tAaad   (9) 

Этим уравнением описываются изменения размеров капилляров, где 

со временем монотонно изменяется значения частиц. 

Для определения закона изменения дисперсии       и   
     

получим уравнение в виде: 

2

2

2

)(
)(

)(

a

aPB
aP

dt

da

at

aP






















 (10) 

После соответствующих преобразование, получается      : 

BA
dt

d
a

a  2
2

2 


, 
2

0
0

2 )( a
t

a t  

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a
a A

dt

d



 , 0

0
)( a

t
a t  


 

Решив эту систему уравнений с начальными значениями, получим
2

0

2

aa    

 )2exp(1
2

)exp(0 At
A

B
Ataa    (11) 

С учетом следующих допущений имеется: 

а) характер функции распределения константа; 

б) в единице объеме число частиц определяется по формуле: 

20 a ; 

a

daaP
0

)(  

Интегрируя (10) в пределах от 0 до r, получим выражение, 

представляющее собой уравнение конвективного переноса массы: 

),(
2

2

2

tr
rrr

D
t























 (12) 

В работах [2,3] рассмотрены вопросы гидродинамического 

моделирования процесса переноса гетерогенной смеси в гидроморфных 

средах при нестационарной фильтрации. При описании процесса 

конвективного переноса примеси, происходящего в вертикальном 

направлении, при принятии параметров диффузии, зависящих от высоты, 

то классическое уравнение диффузии выполняется удовлетворительно. И, 

таким образом, получены хорошо согласующиеся с многочисленными 

опытными данными законы распределения температуры и удельной влаги 

в почва-грунтах. Когда концентрация примеси сильно меняется во всех 

направлениях в гидроморфных средах, применение трехмерного, 

многофазного уравнения диффузии приводит к большим погрешностям. 

Произведение гидравлического моделирования процесса переноса 

гомогенной смеси, позволяющего обойти это затруднение в случае только 

вертикального направления рассеяния, по-прежнему описывается 

уравнением конвективной диффузии. Концентрация примеси при 

рассеянии в трех направлениях находится как произведение решения 

уравнения для диффузии в вертикальном направлении на некоторую 

функцию          [2]. Средняя дисперсия частиц    складывается из 

относительной диффузии частиц гомогенной смеси. Относительная 

диффузия    в областях разных масштабов происходит по различным 

законам, в частности: 

              (13) 
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где: D - коэффициент диффузии, A - некоторый комплекс геологических 

условий, от которых зависит концентрация гомогенной смеси и t - время, в 

течение которого происходила диффузия. При моделировании рассмотрен 

процесс переноса гомогенной смеси, обусловленный повышениям уровня 

подземных вод. Ось Oz будет направлена вертикально вверх, а плоскость  

Oxy проведена по зеркалу грунтовых вод. В соответствии с 

вышеизложенным, определена концентрация гомогенной смеси в виде: 
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(14) 

Затем, все последующие выводы с легкостью обобщаются для случая, 

когда: 

),,(

2

)/(
),,,(

2

22

tzx

y

yyf
tzyxС 

  

(15) 

Рассмотрен параллелепипед (рис. 1), который имеет размеры сторон 

вдоль Oz и Ox равных dx и dx соответственно, а вдоль Oy безграничны. В 

таком случае, на основании свойств сохранения диффундирующей 

гомогенной смеси имеем: 
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(16) 

где:   - коэффициент водоотдачи почва-грунта,   - скорость 

фильтрации. 

 
Рис. – 1. параллелепипед с размерами сторон вдоль Oz и Ox равных dx 

и dx 

Отcюда следует, что: 
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На основании (14) и (16) для  (x,z,t) получается дифференциальное 

уравнение: 

  

  
 

   

  
 

 

  
 
  

  
   (18) 

Функция   представляет собой полный объем вещества в 

параллелепипеде бесконечной длины, ориентированном по зеркалу 

грунтовых вод с единичным поперечным сечением. 

На основании (18) дифференциальное уравнение принимает 

следующий вид: 
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При рассмотрении переноса гомогенной смеси от уровня грунтовых вод, 

приняты 
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Решение уравнения (19) должно удовлетворять граничным условиям: 
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(20) 

Здесь δ - функция Хэвисайда, M - мощность зоны насыщения                                      

  - насыщенность породы (коэффициент водоотдачи). При соприкосновении 

с насыщенной влагой до величины максимальной гигроскопичности, 

грунтовая порода способна притягивать к себе влагу. 

Решение выполнено методом интегральных преобразований. Формулу 

(16) умножим на: 
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(21) 

,mmн  ,  m
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u 1
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где: μн - коэффициент водоотдачи, 

Г(1 - μн) - гамма-функция, θ - влажность грунта, γ - коэффициент 

насыщения,  θm  - влажность грунта в насыщенном водой состоянии, m - 

влажность стыковой воды и ε - влажность почва-грунта в воздушно-сухом 

состоянии. 

Интегрируя полученные соотношения по z от 0 до Ω и используя  φ(θ, z) 

получены следующие соотношения: 
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После подстановки выражения для        получено окончательно: 
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Здесь: 
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Теперь рассмотрим численные эксперименты с использованием 

гидравлической модели. Гидравлическая модель движения концентрации 

гомогенной смеси в почва-грунтах для практического применения 

используется в следующих случаях: 

1. Почва-грунт - идеально адсорбирующая среда (  , a 0), при ε > 0 
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(24) 

2 . Почва-грунт близкого к идеально отражающей среде (     
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(25) 

Важной характеристикой полей концентраций является расстояние            

   
 , от уровня грунтовых вод, которое поглощает наибольшее количество 

веществ – случай 1 и расстояние   
 , где изменения концентрации 

максимально – случай 2. 

Теоретические исследования турбулентного рассеяния 

рассматриваемых нами масштабов показывают, что       , при                  

     . При таком предположении, после вычислений нетрудно 

получить: 
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 ⁄
    

  
      

        
 ⁄
, при естественных гидрогеологических 

условиях концентрация вещества удовлетворяет неравенству        . 

Используя натурные параметры объекта исследования, производили 

численное решение уравнений (24) и (25). Для проверки на адекватность 

гидравлической модели результаты численного решения уравнения 

сопоставили с результатами натурных исследований. Сходимость 

результатов удовлетворительна, погрешность не более 5 %. 

 
Рисунок 4.3.1 - Сопоставление результатов численного и натурного 

экспериментов. 

Вывод: Разработана математическая модель динамики  влажности 

почвенного пространства под воздействием трех взаимосвязанных 

процессов: инфильтрации, фильтрации и движение влаги по капиллярам. 
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